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o Introduccién al concepto de derivada de una funcién en un punto

Incremento de x e incremento de la funcion

Sea f una funcién y sea x = x, un punto. Supongamos que la funcion esta definida en x,, y en todos los

puntos cercanos a €l, menores y mayores que X,. En otras palabras, la funcién estd definida en x,, y

también a la derecha y a la izquierda de X, .

Ahora tomemos un valor cercano a x,,, mayor o menor que €l. Lo llamaremos x, y a la diferencia entre x, y

x la llamaremos Ax . Por lo tanto:
ser positiva o negativa.

Ax=x-1x,

. Esta variacion de x se denomina incremento de x. Puede

Sea f (xo) laimagende x,,y f (x) la imagen de x. A la variacién de las imédgenes, es decir, de la funcién

la llamaremos incremento de la funcién o incremento de f y se denota: |Af = f(x)— f(x,)|

Como Ax = x—x, entonces x = x, +Ax.

Entonces podemos escribir que: |Af = f(x, + Ax)— f(x,)|.

Veamos graficamente lo que hemos explicado hasta aqui:

y
A
f
f(xo+AX) e
Af
f(xo) A
> X
Xo Xo+AX
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f(x)=x>-3x+4

Ejemplo: Sea y sea

X, =2\

Sea el incremento de x dos, es decir, . Entonces x=x, +Ax=>x=2+2 -).
Af = f(x,+A0) = f(x)) DAf = f(#)~ f(2)=8-2=6. Luego |Af =6|

Significa que, para la funcién dada, si aumentamos en dos unidades el valor de x a partir de x, =2, la

funcién aumentara su valor en seis unidades.

Aqui tenemos el gréfico de la funcion.

Indica en el mismo quiénes son Ax y
Af para el ejemplo anterior.

Cociente incremental

Ahora vamos a considerar la razén entre las variaciones de x y de la funcidn, es decir, vamos a analizar el

cociente entre los incrementos Af y Ax.

ﬁz J)—f(x) _ S (x +Ax) — f(x)

Se cumple que:

Ax X=X, Ax
Este cociente se llama cociente incremental.
. , N Af _6
Para el ejemplo anterior, el cociente incremental es: E = E =3

Limite del cociente incremental

Siguiendo con nuestro ejemplo, vamos a ir tomando incrementos de x cada vez mas pequefios, y vamos a

analizar qué sucede.

f(x)=x>-3x+4

Seguimos estudiando la misma funcién

Xy =2|

Habiamos tomado un lo que nos llevé a un 4

en el punto
& _,
Ax
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La siguiente tabla nos muestra el valor del incremento de la funcidén y del cociente incremental a medida que
el incremento de x disminuye, es decir, a medida que el incremento de x tiende a cero.

Af
Ax Af e
Ax=15 Af =f(x,+Ax)— f(x,)) =f2+L5)—-f(2)=625-2 =425 £:4,25 2833
Ax 15
Ax=1 Af =fx+Ax) = f(x) =fQ2+D-f(2)=4-2=2 A2
Ax 1
Ax=0,5 | Af =f(x,+A0)— f(x,) =f(2+0,5-f(2)=2,75-2=0,75 EZEZIS
Ax 05
Ax=03 | Af = f(x,+A0)— f(x,) =f(2+0,3)—- f(2)=2,39-2=0,39 £:&:13
Ax 03
Ax=0,1 Af = f(x,+Ax)—f(x,) =f2+0D)—-f(2)=2,11-2=0,11 ﬁzwzl’l
Ax 01
Ax=0,01 | Af = f(x,+Ax)— f(x,) £20,0101:1,01
= f(2+0,0)— f(2)=2,0101-2 =0,0101 Ax 0,01
Vemos que: ja medida que Ax — 0 se cumple que g%l Es decir: lim ﬁzl
Ax Ax — 0 Ax

Veamos que esto es cierto. Para eso vamos a calcular el limite de la forma que conocemos:

lim ﬁ_lim S +A%) = f(x,) :lim

(2+Ax)’ —32+Ax)+4—-(22-3.2+4)

Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax — 0 Ax

_lim 444Ax+(A)?—6-3-Ax+4-2 lim  4Ax+(Ax)’-3-Ax
Ax—0 Ax Ax—0 Ax

_lim Ax(4+Ax-3) lim (Ar+1)=]1
Ax—0 Ax Ax—0

Derivada de una funcion en un punto

Ya podemos definir la derivada de una funcién en un punto.

Se llama derivada de una funcién f en un punto x=x, , y se denota f’(x,), al valor (si existe) del

limite del cociente incremental en ese punto cuando el incremento de x tiende a cero.

im ﬁ _lim

S (xg+Ax)— f(x,)

N
f(xo)—Ax

Es decir:

S50 A Ax—0 Ax

Entonces, para el ejemplo anterior podemos afirmar que la derivada de la funcién

punto |x, =2

es igual a uno. O sea:| f'(2)=1|.

ey

f(x)=x*-3x+4

en el
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Forma alternativa de la derivada de una funcion en un punto

Como vimos antes, los incrementos de x y de la funcién son iguales a: Af = f(x)— f(x,) y Ax=x—1x,.

Teniendo en cuenta que si Ax — 0 significa que x — x,, la definicién (1) nos queda:

N
f (xo)—Ax

—>OE

m Af

lim

X=X, X—X,

J O~ f(x)

2)

Otro ejemplo resuelto

Vamos a hallar la derivada de la funcién | f (x) = \/;

Aplicamos la definicién (2):

im £ f(x)

X=X, X—X,

f,(x()) =

> 9=

en el punto|x, =9|.

lim \/;—\/5

x—9 x-9

Este es un limite indeterminado (6 . Para salvar la indeterminacién debemos multiplicar por el conjugado

del numerador.

Entonces: f'(9) =

tim _(VxJ -(OF
x—9 (x—9)-(\/;+\/§)

lim 1 1

19 x+49) 240

Por lo tanto, la derivada de la funcién | f (x) = \/;

Interpretacion geométrica de la derivada

Volvamos al grafico de la primer péagina de este

apunte.
Llamemos:

P =(x0; f(x9)) 1 0=, +Ax; f(x, + Ax))

Unamos estos dos puntos mediante una recta.

lim

(x-9)

lim \/;—\/g_lim (\/;—\/5)(\/;+\/§)_

x—9 x-9  x—9 (x—9)-(\/;+\/§) -

es . Es decir: | f7(9) :%

x—9 (r—9)-Vx+9)
£

en el punto |x, =9

Ya
f
f(xo+AX)
Af
P
f(x0) Ax
g

X0 Xo+AX
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Vemos que la pendiente de esta recta es igual al cociente incremental E .

Si tomamos valores de Ax cada vez mds pequefios, y en cada caso graficamos el valor de Af y Ax,y
trazamos la recta que une P con el nuevo punto Q obtenido, vemos que Q se aproxima cada vezmdsa P .

lim f(xy+Ax)— f(x,)
Ax—=0 Ax

en el punto P.

Entonces, el serd la pendiente de la recta tangente a la curva de la funcién

Por lo tanto:

El valor de la derivada de una funcién en un punto es la pendiente de
la recta tangente a la grafica de la funcién en ese punto.

1
En el ejemplo anterior, obtuvimos que la derivada de la funcién | f (x) = Jx|en el punto | X, =9|es . Es

: 1 : : . .
decir: | f'(9) = g . Es decir que si trazamos una recta tangente a esta funcién que pase por el punto de abcisa

o 1
X, =9, esta recta tendrd pendiente igual a — .
6

Recordando que la ecuacion de una recta dados un punto y su pendiente es: |y—y, =m-(x—X,)|, podemos

obtener la ecuacidén de la recta tangente.

1 1 9 1 3
—y,=m-(x— D> y-3=—(x-9) D> y=—x——+3 D> |y=—-x+=
Y=Yy =m-(x—x,) y 6(x ) y6x6 y6 >

A continuacion, el grafico de la funcién |f(x)= \/; y la recta tangente a esta funcién en el punto x, =9

1 x+3
uees|y=—-x+—|
q y 6 >
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